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няння строго пов’язані, що необхідно враховувати під 
час моделювання ПКГЗ. Внаслідок не лінійності рів-
нянь зазвичай неможливо знайти аналітичний розв’я-
зок задачі в такій складній постановці. Тому для цього 
застосовуються чисельні методи.
Рух МРО як твердих тіл в потоці води добре ви-
вчений [2, 3]. Математичні моделі МРО включають 
математичні моделі їх корпусів, гідродинамічних 
впливів, рушійних комплексів, несучих поверхонь 
та інших елементів. Зазвичай вдається розробити 
математичну модель МРО у вигляді системи зви-
чайних диференціальних рівнянь, незважаючи на 
складні залежності між параметрами елементів мо-
делі. Це дає змогу застосовувати ефективні методи 
чисельного розв’язку диференціальних рівнянь для 
моделювання МРО.
Більш складною задачею є моделювання гнучкого 
зв’язку. Це обумовлено тим, що ГЗ представляє собою 
об’єкт з розподіленими параметрами, який описуєть-
ся системою нелінійних диференціальних рівнянь в 
частинних похідних. Розвинуто два основних підходи 
до моделювання динаміки ГЗ [4]: сегментний метод 
та метод зосереджених мас та еластичних зв’язків 
(ЗМЕЗ). В першому методі ГЗ моделюється як непе-
рервна система. Отримані диференціальні рівняння в 
частинних похідних розв’язуються чисельно методом 
скінченних різниць або будь-яким придатним методом 
апроксимації. В методі ЗМЕЗ гнучкий зв’язок моделю-
ється як точки з масами, з’єднані між собою без масо-
вими еластичними зв’язками скінченної довжини. Це 
дає змогу виразити модель ГЗ в формі звичайних ди-
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1. Вступ
Підводні комплекси з гнучкими зв’язками (ПКГЗ) 
складаються з двох типів елементів: з зосередженими 
та з розподіленими параметрами. До перших належать 
морські рухомі об’єкти (МРО): надводні судна, підвод-
ні човни, телекеровані підводні апарати (ТПА) тощо. 
До других належать гнучкі зв’язки (ГЗ): кабель-троси, 
кабель-буксири, якірні ланцюги та ін. Приклад двох-
ланкового ПКГЗ зображено на рис. 1 [1].
Рис. 1. Двохланковий підводний комплекс  
з гнучкими зв’язками
Математичне моделювання є одним з основних за-
собів дослідження ПКГЗ. У зв’язку з цим симулятори 
руху ПКГЗ мають містити відповідні математичні мо-
делі МРО та ГЗ. Відомо, що рівняння їх руху нелінійні, 
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ференціальних рівнянь. Вважається, що всі сили, які 
виникають на ГЗ, зосереджуються в точках з масами.
У складі ПКГЗ в основному застосовуються нероз-
тяжні (якірні ланцюги, сталеві троси), та слабо роз-
тяжні ГЗ (кабель-троси з кевларовим вантажонесучим 
елементом). Для моделювання останніх зазвичай при-
ймається припущення про їх не розтяжність.
Сегментний метод дає змогу моделювати нерозтяж-
ні ГЗ природнім чином шляхом урахування відповід-
ного рівняння нерозтяжності. Але ітеративний пошук 
розв’язку робить його вимогливим до розрахункових 
ресурсів та придатним лише для грубих оцінок. Метод 
ЗМЕЗ добре підходить для моделювання розтяжних 
ГЗ. Але його застосування для нерозтяжних ГЗ супро-
воджується суттєвим збільшенням вимог до розра-
хункових ресурсів. Розробка методу моделювання ГЗ, 
наділеного позитивними властивостями класичних 
методів та позбавленого їх недоліків, є актуальною 
науковою проблемою. Її розв’язок зробить практику 
моделювання гнучких зв’язків доступною для дослід-
ників підводних комплексів без застосування спеціа-
лізованого обчислювального обладнання.
2. Аналіз літературних даних та постановка проблеми
Зазвичай дослідники нехтують впливом ГЗ при 
розробці моделей прив’язних МРО таких як ТПА. При 
цьому ТПА за визначенням є частиною ПКГЗ і гнуч-
кий зв’язок має суттєвий вплив на його рух. Основна 
причина полягає в тому, що урахування ГЗ робить 
чисельну модель МРО дуже складною та важкою для 
розв’язку. Так, математичні моделі ТПА, представлені 
в [5, 6], не враховують вплив кабель-троса. Їх засто-
сування придатне лише для дослідження повільних 
рухів та позиціонування ТПА за відсутності течії.
Модель ТПА, описана в [7], містить вхід для мо-
делювання зовнішніх збурень, які може спричиняти 
кабель-трос. Але власне моделі кабель-троса в роботі 
не представлено.
Відомо про моделі ТПА з урахуванням впливу ка-
бель-троса на основі моделей усталеного руху ГЗ. Ви-
користання таких моделей спрощує розробку моделі 
ПКГЗ та зменшує вимоги до розрахункових ресурсів. 
Так, в [8] розроблено гідродинамічну модель ТПА з 
шістьма ступенями свободи з урахуванням усталеного 
впливу ГЗ. В роботі використовується багатокроковий 
метод стрільби для розв’язку задачі пошуку граничних 
умов на кінцях кабель-троса. Пошук відбувається у 
відповідності до системи звичайних диференціальних 
рівнянь першого порядку, якими представлено ГЗ. В 
роботі [9] запропоновано математичну модель кабелю, 
яка враховує нерівномірність течії та дає змогу оціни-
ти вплив кабелю на маневреність ТПА. В роботі [10] 
пропонується математична модель кабелю зі змінною 
довжиною випущеної частини. В ній прийнято припу-
щення про плоский рух кабельної лінії та представлен-
ня кабельної лінії трьома сегментами. Зміна довжини 
випущеної частини моделюється за рахунок корінного 
сегмента. Але моделі усталеного руху ГЗ не врахову-
ють його динаміки, що обмежує їх застосування для 
дослідження окремих режимів руху ПКГЗ. До таких 
режимів належать синхронний рух надводного судна 
та ТПА, а також позиціонування ТПА на течії.
В роботі [11] представлено тривимірну модель гідро-
динаміки підводної буксируваної системи. Головні рів-
няння кабель-буксира складено на основі сегментного 
підходу. Рівняння кабель-буксира були апроксимовані 
із застосуванням методу скінченних різниць з неявною 
схемою розрахунку, що утворило систему нелінійних 
алгебраїчних рівнянь. Отримані рівняння були розв’я-
зані за допомоги ітеративного методу Ньютона. Завдяки 
неявному інтегруванню за часом отримана модель є 
стійкою на великих часових інтервалах і ефективна для 
моделювання крупногабаритних конфігурацій буксиру-
ваних систем. Через використання ітеративного методу 
розрахунку було застосовано грубу апроксимацію ка-
бель-буксира. В роботі представлено модель кабелю з 
шести сегментів та нелінійним розподіленням їх довжин 
від 8,23 м до 723 м при повній довжині ГЗ приблизно 
в 1 км. Такі результати моделювання мають обмежену 
достовірність і прийнятні лише для крупногабаритних 
конфігурацій ПКГЗ. Для збільшення точності моделю-
вання необхідно збільшувати кількість сегментів ГЗ, що 
разюче збільшить вимоги до розрахункових ресурсів.
В роботі [12] запропоновано математичну модель 
динаміки підводної розгалуженої тросової системи 
на основі узагальнення принципу віртуальної роботи. 
Отримана система диференціальних рівнянь гнучких 
зв’язків містить частинні похідні та потребує або сут-
тєвих спрощень, або суттєвих обчислювальних ресур-
сів для знаходження її розв’язку. В роботі [13] рівняння 
гнучких зв’язків апроксимовано за допомогою сплай-
нів та зведено до нелінійних задач Коші по часовій 
координаті, що розв’язуються чисельно. Така апрокси-
мація ГЗ обмежує використання моделі конкретними 
режимами руху та конфігураціями ПКГЗ, що суттєво 
звужує практичну цінність моделі.
В [14] представлено математичну модель гідро-
динаміки руху надводного судна, поставленого на 
якір біля причалу, в умовах хитавиці. Сила якірного 
ланцюга моделюється методом ЗМЕЗ. В [15] модель 
кабель-буксира на основі методу ЗМЕЗ з урахуванням 
ефектів згинання та скручування була використана 
для моделювання кругового горизонтального маневру 
буксируваної системи.
Робота [16] присвячена дослідженню динамічної 
ефективності системи укладання підводного кабелю 
зв’язку. Кабель апроксимовано багатоелементним кі-
нематичним ланцюгом, який складається зі скінченної 
кількості жорстких тіл, зв’язаних між собою еластич-
ними демпфувальними елементами. Тобто для моде-
лювання використовувався метод ЗМЕЗ.
В [17] розроблено модель для оцінки розташування 
буксируваної системи з надводним судном в процесі ви-
конання маневру розвороту. Прийнято припущення, що 
буксирувана система представляє собою рівномірний 
кабель-буксир, нехтуючи різницями діаметрів та мате-
ріалів, з яких виготовлено модулі системи. Починаючи 
від корми, кабель-буксир розділено на декілька однако-
вих секцій, кожна з яких моделюється методом ЗМЕЗ.
В [18] розроблено модель платформи типу «Spar», 
закріпленої якірним кабелем зі сферичним з’єднан-
ням, для моделювання динаміки плавучої конструкції 
в океані. Моделювання ГЗ було виконано на основі 
методу ЗМЕЗ, кабель було розділено на 10 елементів.
В [19] розроблено модель напівзаглибного автоном-
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катором бокового огляду. Внутрішні сили ГЗ розгляда-
лись як еластичні сили, тобто було застосовано метод 
ЗМЕЗ. Вплив скручування вважався незначним, тому 
автори розглядали лише вплив пружної осьової де-
формації та сил згинання. Матрицю жорсткості на 
згинання було отримано на основі кривизни кабельної 
лінії. Матрицю жорсткості поздовжньої деформації 
було складено на основі вузлових координат, які вклю-
чають поліноміальні функції відносного видовження 
елементів 3-го порядку. Таким чином враховувався 
нелінійний вплив сили натягу ГЗ.
Аналіз наукових статей показує, що головним не-
доліком сегментного підходу є необхідність залучення 
суттєвих обчислювальних ресурсів для моделювання 
динаміки ГЗ. Моделювання та дослідження багатолан-
кових ПКГЗ, які складаються з декількох твердих тіл, 
з’єднаних між собою гнучкими зв’язками, стає майже 
неможливою задачею без спеціалізованих високопро-
дуктивних комп’ютерних систем. Крім того, викори-
стання сегментного підходу для розробки моделей ба-
гатоланкових ПКГЗ ускладнене. Причиною цього є 
необхідність у виведенні єдиної системи нелінійних 
диференціальних рівнянь з частинними похідними для 
всіх жорстких та гнучких тіл, з яких складається дослі-
джуваний ПКГЗ. Як наслідок, різні конфігурації ПКГЗ 
потребують розробки відповідних математичних моде-
лей. Тому сегментний підхід застосовується в основно-
му для моделювання одноланкових ПКГЗ. А кількість 
сегментів зазвичай не перевищує 6–10 через необхід-
ність використання суттєвих комп’ютерних ресурсів.
Метод ЗМЕЗ цілком придатний для моделювання 
багатоланкових ПКГЗ різних конфігурацій. Але він 
стає вимогливим до розрахункових ресурсів при мо-
делюванні нерозтяжних ГЗ. Причина полягає в тому, 
що високий коефіцієнт пружності на розтягування 
призводить до невірних результатів при чисельному 
інтегруванні та втрати стійкості при розрахунках. 
Зменшення кроку інтегрування викликає відповідне 
збільшення часу розрахунку.
І нарешті, представлені математичні моделі дина-
міки ГЗ розроблені для роботи в умовах його незмінної 
довжини, хоча реальні ПКГЗ обладнані кабельними 
лебідками та якірними брашпилями. Випускання та 
підбирання ГЗ змінює його вплив на ТПА та надводне 
судно і має бути врахованим при його моделюванні.
3. Мета та задачі дослідження
Метою дослідження є розробка методу матема-
тичного моделювання динаміки просторового руху 
нерозтяжного гнучкого зв’язку змінної довжини в 
потоці рідини на основі автоматичного контролю осьо-
вого руху його елементів. Це дасть змогу суттєво 
підвищити продуктивність обчислювального процесу 
при комп’ютерному дослідженні динаміки підводних 
комплексів з гнучкими зв’язками.
Для досягнення поставленої мети в роботі розв’язу-
ються наступні задачі:
– наводиться основний закон руху ГЗ та рівняння 
зовнішніх сил, які впливають на нього;
– формулюються основні положення методу мате-
матичного моделювання динаміки ГЗ з автоматичним 
контролем осьового руху його елементів;
– синтезується регулятор відстаней між елемента-
ми ГЗ як складова його математичної моделі;
– розробляється спосіб моделювання ГЗ зі змінною 
у процесі його експлуатації довжиною;
– моделюється динаміка руху ГЗ, та результати 
моделювання порівнюються з відомим методом моде-
лювання.
4. Матеріали та методи розробки методу математичного 
моделювання динаміки гнучкого зв’язку
4. 1. Основний закон руху гнучкого зв’язку
Моделювання об’єктів з розподіленими параметра-
ми виконується шляхом їх апроксимації скінченною 
кількістю елементів. В даній роботі прийнято припу-
щення, що гнучкий зв’язок складається з N<∞ твердих 
тіл, послідовно з’єднаних між собою N–1 безмасовими 
нерозтяжними зв’язками (рис. 2).
Рис. 2. Елементи гнучкого зв’язку та системи координат
Елементи ГЗ рухаються під впливом зовнішніх та 
внутрішніх сил. До зовнішніх сил належать сила тя-
жіння, сила плавучості, гідродинамічна сила опору та 
інерційна сила середовища, яка виражається приєдна-
ними масами. До внутрішніх сил належать поздовжня 
(осьова) сила натягу, та сили, які виникають внаслідок 
скручування та згинання ГЗ. Останні дві сили стають 
значимими тільки якщо ГЗ суттєво скручується або 
згинається. Тому зазвичай враховується тільки поз-
довжня сила натягу.
На основі другого закону Ньютона запишемо рів-
няння руху n-го елемента ГЗ як твердого тіла у вектор-
ній формі:
τ τ −µ = + + + −
    

n n g(n) b(n) f (n) (n) (n 1)a F F F F F ;  = n 1, 2, , N,   (1)
де μn – маса елементу ГЗ з приєднаною масою рідини, 

na  – прискорення елементу ГЗ в базовій інерційній сис-
темі координат Oxyz, 

g(n)F  – сила тяжіння елементу ГЗ, 

b(n)F  – сила плавучості елементу ГЗ, 

f (n)F  – гідродина-
мічна сила елементу ГЗ, τ −

(n 1)F  та τ

(n)F  – сили натягу від 
попереднього та наступного зв’язків відповідно. При 













в дужки для того, щоб відрізняти його від індексів- 
ідентифікаторів змінних.
При n=1 елемент ГЗ представляє собою його ко-
рінний кінець, а сила τ= −
 
root (0)F F  представляє собою 
рушійну силу на корінному кінці ГЗ. При n=N еле-
мент ГЗ представляє собою його ходовий кінець, а 
сила τ=
 
fast (N)F F  представляє собою рушійну силу на 
ходовому кінці ГЗ.
Базова система координат Oxyz обирається наступ-
ним чином: її початок зв’язується з деякою точкою на 
поверхні Землі, вісь Ox спрямовується на Північ, вісь 
Oz спрямовується вертикально вверх, вісь Oy утворює 
з першими двома праву прямокутну систему координат.
Кінематичні параметри елементів ГЗ визначаються 
шляхом інтегрування компонентів векторів 

na . Швид-
кість руху кожного елемента ГЗ 

nv  по відношенню до 
базової системи координат Oxyz визначається шляхом 
інтегрування за часом прискорень 

na .. Координати 
елементів ГЗ { }=n n n np x , y , z  визначаються шляхом ін-
тегрування за часом елементів векторів 

nv .. Для по-
значення координат елементів ГЗ також будемо вико-
ристовувати векторну форму: 

np  – радіус-вектор, який 
з’єднує початок базової системи координат з точкою pn.
4. 2. Зовнішні сили, які викликають рух гнучкого 
зв’язку





g(n) nF m ge,
де mn – маса елементу ГЗ (без приєднаних мас рідини), 
g – прискорення вільного падіння, 

e  – одиничний век-
тор, спрямований вертикально вниз.
Зовнішні сили 

b(n)F  та 

f (n)F  залежать від кінематич-
них параметрів елементу ГЗ – його швидкості та коор-
динат.
Сила плавучості визначається на основі густини 
рідини ρ та зануреного в неї об’єму елементу ГЗ Ωn:
( ) ( )− += −ρΩ Ω =

   
n n n n 1 n 1b nF ge; f p , p , p .
Величина Ωn залежить від поточних координат 
елементу ГЗ, а також від координат попереднього та 
наступного елементів ГЗ. Ці параметри визначають 
розташування елементу ГЗ в просторі.
При визначенні гідродинамічних сил опору руху 
ГЗ в рідині зазвичай виходять з припущення про їхню 
залежність від швидкості руху елементів ГЗ відносно 
рідини 

f (n)v  [2]:
= −
  
f (n) n c(n)v v v ; ( )c(n) nv V p ,= 
де 

nv  – вектор швидкості руху елементу ГЗ по відно-
шенню до базової системи координат Oxyz, 

c(n)v  – век-
тор швидкості течії по відношенню до базової системи 
координат Oxyz в точці розташування елементу ГЗ, 
V – векторне поле швидкості течії.
Для розрахунку сили гідродинамічного опору 

f (n)F  
введемо натуральну систему координат для кожного 





nj  та 

nk . Вісь Onxn є дотичною до осьо-
вої лінії гнучкого зв’язку і спрямована від точки pn до 
точки pn+1. Осі Onyn та Onzn визначатимемо з базисного 
вектору 

ni  та вектору швидкості руху елементу ГЗ по 
відношенню до потоку рідини 

f (n)v ::
{ }=n x(n) y(n) z(n)i i , i , i ;








n x(n) y(n) z(n)
n f (n)
i v
k k , k , k ;
i v








n x(n) y(n) z(n)
n n
k i
j j , j , j .
k i
Далі на основі матричного рівняння зв’язку між 
базовою та натуральною системами координат визна-
чаються нормальна vfn(n), тангенціальна vft(n) та бічна 













n y(n) y(n) y(n)
z(n) z(n) z(n)
i j k
K = i j k ,
i j k
де Kn – матриця зв’язку для n-го елемента ГЗ.
Складові вектора 

f (n)F  в натуральній системі ко-
ординат для кожного елемента ГЗ розраховуються на 
основі відомих рівнянь [20]:
= − ρ 2ft(n) t(n) t(n) ft(n)F 0,5 D c v ;
= − ρ 2fn(n) n(n) n(n) fn(n)F 0,5 D c v ;
= − ρfl(n) l(n) l(n) fn(n) ft(n)F 0,5 D c v v ,
де Fft(n), Ffn(n), Ffl(n) – відповідно тангенціальна, нормаль-
на та бічна складові вектора ( )

f nF , ρ – густина води, Dt(n), 
Dn(n), Dl(n) – характерні площі елементу ГЗ, які залежать 
від його довжини та діаметру dFT, ct(n), cn(n), cl(n) – відпо-
відно тангенціальний, нормальний та бічний гідроди-
намічні коефіцієнти ГЗ.
Використовуючи матричне рівняння зв’язку, зна-







F K  F .
F F
Таким чином, всі вектори зовнішніх сил отриму-
ються в базовій системі координат.
4. 3. Основні положення методу моделювання гнуч-
кого зв’язку з автоматичним контролем осьового руху 
його елементів
Для моделювання руху елементів ГЗ необхідно за-
давати як зовнішні, так і внутрішні сили – сили реакції 
зв’язків. Основною проблемою при моделювання ГЗ 
є визначення сил реакції зв’язків. Отже, визначивши 
сили реакції зв’язків, матимемо повну інформацію для 
моделювання ГЗ.
Для визначення сил реакції зв’язків представимо 
ГЗ як багатовимірний об’єкт керування. Керованими 
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ми впливами є вектори сил реакції зв’язків τ

(n)F  окрім 




τ τ −µ = − +
  

n n (n) (n 1) ext(n)a F F F ;  = n 1, 2, , N;   (2)
= + +
   
ext(n) g(n) b(n) f (n)F F F F .
Для позначення керуючих сил введемо індекс m= 
=1, 2, …, N – 1. Таким чином, керуючими є сили τ

(m)F .
Задачею керування є забезпечення відповідності 
відстаней між сусідніми елементами ГЗ lm їх заданим 
значенням lg(m): 
( )=m g ml l ;
+ −=
 
(m 1) mm p pl .     (3)
Величину lg(m) при рівномірному розподілі елемен-
тів ГЗ можна знайти з рівняння




     (4)
де L – довжина ГЗ.
Керуючі сили τ

(m)F  спрямовані вздовж осьової кри-
волінійної координати ГЗ s. Вони можуть впливати 
на рух елемента ГЗ тільки по осьовій координаті на 
відміну від зовнішніх сил 

ext(n)F ,  які впливають на рух 
елемента ГЗ у тривимірному просторі. При цьому за-
дачу керування також сформульовано в одновимірній 
постановці. У зв’язку з цим основне рівняння руху ГЗ 
можна записати в одновимірному виді:
τ − τµ = − + +n s(n) (n 1) (n) ext(n)a F F F ,   (5)
де s(n)a  – прискорення елементу ГЗ уздовж осьової 
координати s, ext(n)F  – рівнодіюча зовнішніх сил, які 
діють на елемент ГЗ уздовж осьової координати s, 
τ −(n 1)F  – сила натягу від попереднього елементу ГЗ, 
τ(n)F  – сила натягу від наступного елементу ГЗ. Анало-
гічно рівнянню (1) при n=1 та при n=N сили τ− (0)F  та 
τ(N)F  представляють собою осьові складові рушійних 
сил ГЗ на його корінному та ходовому кінцях відпо-
відно: 
τ= −root (0)F F , τ=fast (N)F F .
Величини ext(n)F ,  τ− (0)F  та τ(N)F  визначаються від-
повідно як проекції векторів 

ext(n)F ,  τ−

(0)F  та τ

(N)F  на 
вектори 

ni ,  

1i  та 

Ni .
Таким чином, отримуємо багатовимірну систему 
автоматичного керування (САК) з повною початковою 
інформацією (рис. 3).
На вхід регулятора надходить множина заданих 
відстаней між елементами ГЗ G та множини кінема-
тичних параметрів елементів ГЗ V та P, які розрахо-
вуються чисельними методами на основі множини 
прискорень A:
{ }−=  g(1) g(2) g(m) g(N 1)G l , l , , l , , l ;
{ }=  s(1) s(2) s(n) s(N)A a , a , , a , , a ;
{ }=  s(1) s(2) s(n) s(N)V v , v , , v , , v ;
{ }=  s(1) s(2) s(n) s(N)P p , p , , p , , p ,
де vs(n) – швидкість руху елементу ГЗ уздовж осьової 
лінії s, ps(n) – координата елементу ГЗ уздовж осьової 
лінії s.
Рис. 3. Узагальнена структура системи автоматичного 
керування рухом елементів гнучкого зв’язку уздовж 
осьової координати s
Відстані між сусідніми елементами ГЗ визнача-
ються на основі елементів множини P і утворюють 
множину Λ:
{ }−Λ =  1 2 m N 1l , l , , l , , l ;  += −m s(m 1) s(m)l p p .
Регулятор САК на основі кінематичних параметрів 
елементів ГЗ має розраховувати такі Fτ(m), щоб викону-
валась умова lm=lg(m), тобто поставлена задача керуван-
ня. На основі розрахованих Fτ(m) отримуються вектори 
сил реакції зв’язків ( ) ( ) ( ){ }τ τ ττ =

x m y m z m(m)
F , F , FF  шляхом пе-









F K  0 .
F 0
Після цього рух ГЗ моделюється з використанням 
головного рівняння руху елементів ГЗ (2). По факту 
немає необхідності моделювати рівняння (5) для от-
римання множин осьових кінематичних параметрів 
елементів ГЗ V та P. Натомість модель ГЗ з автоматич-
ним контролем осьового руху його елементів (АКОРЕ) 
складатиметься з регулятора, блоку розрахунку зов-
нішніх сил та головного рівняння руху (рис. 4).
Необхідні перетворення компонентів векторів з ба-
зової до натуральної та знову в базову систему координат 
виконуються регулятором. Елементи lg(m) множини G 
визначаються з рівняння (4), елементи lm множини Λ 
визначаються з рівняння (3), елементи vs(m) множини V 
визначаються як проекції векторів 















то на вектор 

ni ). Довжина ГЗ L задається константою, а 
загальний рух ГЗ керується силами 

rootF  та 

fastF .
Розглянемо варіант пропорційного закону керу-









 = −m 1, 2, , N 1.
Нескладно помітити, що пропорційний закон 
керування приводить математичну модель ГЗ до 
лінійної моделі ЗМЕЗ. В такій моделі сили реакції 
зв’язків з’являються при − >g(m) ml l 0.  Тому при русі 
ГЗ в потоці рідини завжди буде присутня статична 
похибка. Для дослідження нерозтяжних ГЗ слід за-
стосовувати більш ефективні методи автоматичного 
керування.
Рис. 4. Математична модель динаміки гнучкого зв’язку як 
система автоматичного керування
4. 5. Синтез регулятора моделі гнучкого зв’язку 
методом оберненої динаміки
Метод оберненої динаміки реалізує концепцію ін-
версного керування і при повній початковій інфор-
мації забезпечує високоточне керування складними 
нелінійними об’єктами, в тому числі ПКГЗ [21]. Засто-
суємо його для синтезу регулятора моделі ГЗ.
Регулятор має забезпечувати керування відста-
нями між елементами ГЗ lm. Згідно методу оберненої 
динаміки оберемо еталонну модель для керування 
величинами lm:











m s(m 1) s(m)v v ,+γ = −
де αm – бажане прискорення величини lm, γm – фактич-
на швидкість зміни величини lm.
Складемо інверсну модель об’єкта керування на 
основі рівняння осьового руху елементів ГЗ (5) та за-
мінимо прискорення as(m) їх бажаними значеннями ad(m):
τ − τ− + = µ −(n 1) (n) n d(n) ext(n)F F a F ,
де μn – маса елементу ГЗ з приєднаними масами води.
В даній системі невідомими є величини τ(m)F , m= 
=1, 2, …, N–1, та ad(n), n=1, 2, …, N. Загальна кількість 
невідомих складає 2N–1, загальна кількість рівнянь 
дорівнює числу N. Доповнимо інверсну модель рів-
няннями, які зв’язують прискорення елементів ГЗ 
ad(n) з прискореннями відстаней між ними αm:
+ − = αd(m 1) d(m) ma a .
Таким чином, отримуємо систему лінійних алге-
браїчних рівнянь з кількістю невідомих рівною кіль-
кості рівнянь в системі:
τ − τ− + = µ −(n 1) (n) n d(n) ext(n)F F a F ;  = n 1, 3, , N;
+ − = αd(m 1) d(m) ma a ;  = −m 2, 3, , N 1.
Якщо цю систему рівнянь доповнити елементами 
з нульовими коефіцієнтами, то її можна записати в 
матричному виді:
⋅ =B H R;
τ τ −=    
T
(1) (N 1) d(1) d(N)H F , , F , a , , a ;
T
ext(1) (0) ext(2) ext(N 1) ext(N) (N) 1 N 1
R
F F , F , , F , F F , ,τ − τ −
=
= − + α α    ,
де H – матриця шуканих сил та прискорень, R – матриця 
відомих сил та прискорень, B – матриця коефіцієнтів.
Якщо прийняти, наприклад, N=4, то матриця B 
приймає наступний вигляд:
− µ 











1 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0
B .0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 1 0 0
0 0 0 0 1 1 0
0 0 0 0 0 1 1
Розрахунок сил реакції зв’язків Fτ(m), а також ба-
жаних осьових прискорень елементів ГЗ ad(n), тобто 
елементів матриці H, виконується шляхом розв’язку 
наступного матричного рівняння:
−= 1H B R.    (6)
При цьому матрицю B–1 достатньо розраховувати 
один раз перед початком моделювання, оскільки її 
елементи константні. Далі з матриці H виділяються 
сили реакції зв’язків, які переводяться в векторну 
форму τ

(m)F  та використовуються в головному рівнян-
ні руху елементів ГЗ (2).
На вхід розробленої математичної моделі ГЗ по-
даються керуючі сили 

rootF  та 

fastF ,  на виході отри-
муються кінематичні параметри елементів ГЗ. Але 
практичне значення має модель ГЗ, яка б на вході 
отримувала кінематичні параметри корінного та хо-
дового кінців 

rootp  та 

fastp , а на виході – сили натягу [1]. 
Це пов’язано з тим, що математичні моделі МРО 
(надводних суден, підводних апаратів тощо) також 
отримуються на основі другого закону Ньютона і їх 
взаємодія з ГЗ моделюється шляхом подавання на їх 
входи векторів сил натягу.
Для того, щоб застосовувати такі моделі МРО в 
сукупності з розробленою моделлю ГЗ, треба відокре-
мити точки 

1p  та 

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корінний та ходовий кінці ГЗ 

rootp  та 

fastp  відповідно. 
Тоді, застосувавши пропорційний закон керування, 
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fast NN p pl ,
де l0 – фактична відстань між першим елементом ГЗ та 
точкою кріплення ГЗ на МРО, lN – фактична відстань 
між останнім елементом ГЗ та точкою його кріплення 
на МРО.
Задані значення цих відстаней lg(0) та lg(N) можуть 
прийматись рівними нулю або розраховуватись на 
основі рівняння (4), але в цьому випадку слід урахову-
вати наявність двох додаткових ланок при формуванні 
множини G:




 = q 0,1, , N.
Слід зазначити, що ГЗ може закріплюватись не 
тільки на МРО, а і на нерухомих об’єктах, наприклад, 
на ґрунті.
Вектори сил, які діятимуть на перший та останній 
елементи ГЗ, визначаються з наступних рівнянь:
τ = − = −
  
(0) root root 1F F F i ;
τ = =
  
(N) fast fast NF F F i .
Вектори сил, які діятимуть на МРО внаслідок вза-
ємодії з ГЗ дорівнюватимуть 

rootF  та −

fastF  відповідно в 
точках кріплення корінного та ходового кінців.
4. 6. Динамічна зміна довжини гнучкого зв’язку
При зміні довжини ГЗ в процесі експлуатації ПКГЗ 
з’являється додаткове навантаження, яке передається 
на МРО та впливає на їх рух. У зв’язку з цим матема-
тична модель ГЗ повинна містити відповідні алгорит-
ми, які б враховували ці навантаження.
Найпростіший спосіб зміни довжини ГЗ в процесі 
його моделювання – це зміна параметру L і як наслідок – 
множини заданих відстаней між елементами ГЗ G. Але 
такий спосіб замість синхронного руху елементів ГЗ 
уздовж осьової координати переміщуватиме їх нерівно-
мірно, що не відповідає реальному процесу.
Більш наближеною до реальності є послідовна зміна 
довжини елементів lg(m) множини G. Будемо вважати, що 
зміна довжини ГЗ здійснюється з корінного кінця:
( ) ( )
<





link r coiled rg q
link
0, if q q ;










= −coiled full rL L L ;







= q 0,1, , N,
де Lfull – повна довжина ГЗ, Lr – випущена довжина ГЗ, 
Lcoiled – зібрана довжина ГЗ, Llink – довжина однієї лан-
ки, qr – порядковий номер ланки, яка знаходиться біля 
корінного кінця з боку випущеної частини ГЗ, floor – 
функція округлення до найменшого цілого.
Зміна довжини випущеної частини ГЗ, тобто пара-
метру Lr, впливатиме на довжину тільки тих ланок, які 
попадатимуть в зібрану частину ГЗ. Таким чином забез-
печується рівномірне підбирання або випускання ГЗ.
Але в цьому випадку елементи ГЗ, відстані між яки-
ми дорівнюють нулю, концентруватимуться в області 
корінного кінця ГЗ і будуть продовжувати взаємодіяти 
з рідиною, що також не відповідає реальному процесу.
В реальності елементи ГЗ виходять із взаємодії 
з рідиною при підбиранні ГЗ та вступають у взає-
модію з рідиною при випусканні ГЗ. Саме такого 
ефекту необхідно досягти при моделюванні зміни 
довжини ГЗ. Для цього пропонується виключати з 
розрахунку ті елементи ГЗ, які повністю належать 
до зібраної частини ГЗ, тобто елементи з номерами 
q<qr. Це можливо зробити без необхідності перера-
ховувати матрицю коефіцієнтів B–1 в рівнянні (6) 
при кожній зміні довжини ГЗ. Достатньо в матриці 
відомих сил та прискорень R прийняти рівними 
нулю зовнішні сили з індексами n≤qr, n=1, 2, …, N, та 
бажані прискорення з індексами m≤qr, m=1, 2, …, N–1. 
А рушійна сила τ= −root (0)F F  додаватиметься до Fext(n) з 
індексом n=qr.
5. Моделювання гнучкого зв’язку
5. 1. Моделювання динаміки руху гнучкого зв’язку 
розробленим методом
Виконаємо моделювання ГЗ з використанням мате-
матичної моделі на основі розробленого методу АКО-
РЕ. Приймемо, що гнучкий зв’язок має циліндричну 
форму та нульову плавучість, швидкість течії розподі-
лена в просторі рівномірно. Корінний кінець на період 
моделювання закріплено в початку базової системи 
координат Oxyz. Ходовий кінець в момент початку 
моделювання t0 розташовується на глибині 50 м під 
корінним кінцем і є рухомим. Основні параметри ма-
тематичної моделі зведено в табл. 1.
Таблиця 1
Параметри математичної моделі ГЗ
Фізичні параметри Параметри регулятора
Параметр Значення Параметр Значення
Lfull, м 100 T0, с 0,1
N 101 T1, с 0,025
ρ, кг/м3 1024 k, Н 10000
dFT, мм 10 – –
cn 1 – –
ct 0,1 – –

























Моделювання виконаємо при таких умовах:
= −
 
g(n) b(n)F F ,  = −

c(n)v { 1, 0, 0} м/с,
=

rootp (t) {0, 0, 0} м, = −

fast 0p (t ) {0, 0, 50}  м.
Чисельний розв’язок нелінійних диференціаль-
них рівнянь моделі ГЗ виконаємо методом Дорманда- 
Принца зі змінним кроком. Результати моделювання 
представлено на рис. 5.
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Рис. 5. Моделювання динаміки гнучкого зв’язку при 
Lr(t)=const: а – конфігурації гнучкого зв’язку при 
русі ходового кінця, б – довжина випущеної частини 
гнучкого зв’язку Lr та сума відстаней між центрами його 
елементів La, в – сила натягу на корінному кінці ГЗ,  
г – сила натягу на ходовому кінці ГЗ
Моменти часу, які позначено на рис. 5, мають такі 
значення: t0=0 с, t1=10 с, t2=22,5 с, t3=35 с, t4=45 с, t5=57,5 с 
та t6=70 с.
За проміжок часу з t0 по t1 ходовий кінець не руха-
ється і лінія ГЗ приймає стале положення. В момент t1 
ходовий кінець починає рухатись вверх зі швидкістю 
1 м/с. Так він рухається на протязі 25 с і зупиняється в 
момент t3. Після цього ходовий кінець не рухається на 
протязі 10 с, далі в момент t4 починає рухатись вперед 
зі швидкістю 1 м/с. Так він рухається на протязі 25 с і 
зупиняється в момент t6.
На рис. 5, а зображено лінії ГЗ в залежності від часу 
та розташування ходового кінця, зокрема спостеріга-
ється зміна лінії за час з t3 по t4, коли ходовий кінець не 
рухається. Різниця між довжиною випущеної частини 
ГЗ Lr та сумою відстаней між його елементами La на 
протязі всього періоду моделювання не перевищує 
0,03 % від Lr (рис. 5, б). При цьому ця різниця обумов-
лена корінною та ходовою ланками, довжина яких 
керується на основі пропорційного закону, що свідчить 
про високоточну роботу інверсного регулятора мате-
матичної моделі ГЗ.
На рис. 5, в, г зображено компоненти векторів сили 
натягу на корінному та ходовому кінцях відповідно:
{ }= rx ry rzroot F , F , FF ;
{ }= fx fy fzfast F , F , FF .
Зміна швидкості руху ходового кінця впливає на 
компоненти векторів 

rootF  та 

fastF .  Крім того, спостері-
гається зміна векторів сил натягу за час з t3 по t4, коли 
ходовий кінець не рухається. Це обумовлено тим, що 
лінія ГЗ змінює конфігурацію.
Виконаємо моделювання ГЗ при тих же умовах, але 
зі зміною довжини випущеної частини Lr під час руху 
ходового кінця. Результати моделювання представле-
но на рис. 6.
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Рис. 6. Моделювання динаміки гнучкого зв’язку при 
Lr(t)≠const: а – конфігурації гнучкого зв’язку при 
русі ходового кінця, б – довжина випущеної частини 
гнучкого зв’язку Lr та сума відстаней між центрами його 
елементів La, в – сила натягу на корінному кінці ГЗ,  
г – сила натягу на ходовому кінці ГЗ
При русі ходового кінця вверх на протязі періоду часу 
з t1 по t3 довжина випущеної частини ГЗ зменшується зі 
швидкістю 2 м/с, тобто ГЗ підбирається. На протязі часу 
з t4 по t6 довжина ГЗ збільшується зі швидкістю 0,5 м/с, 
тобто ГЗ випускається. В представленому на рис. 6, б 
масштабі різниця довжин між Lr та La не помітна і не 
перевищує 0,07 % від Lr. Зміна довжини ГЗ впливає на 
конфігурацію лінії ГЗ (рис. 6, а) та на сили натягу на його 
кінцях (рис. 6, в, г). При цьому підбирання ГЗ помітно 
збільшує, а випускання – зменшує натяги на його кінцях.
5. 2. Порівняння розробленого методу моделюван-
ня з лінійним методом зосереджених мас та еластич-
них зв’язків
Введемо позначення Lacm – сума довжин зв’язків 
між елементами ГЗ при моделюванні методом АКОРЕ, 
Llms – сума довжин зв’язків між елементами ГЗ при мо-
делюванні методом ЗМЕЗ. Для того, щоб величина Llms 
була одного порядку з величиною Lacm, необхідно піді-
брати відповідний коефіцієнт пропорційності klms для 















пропорційності при керуванні методом АКОРЕ. Таким 
чином буде забезпечено відповідність сил натягу на 
кінцях ГЗ при моделюванні різними методами.
Виконаємо моделювання при Lr(t)=const лінійним 
методом ЗМЕЗ і порівняємо отримані результати з 
методом АКОРЕ (рис. 7, а).
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Рис. 7. Порівняння довжин гнучких зв’язків:  
а – моделювання з коефіцієнтом пропорційності 
klms=40kacm, б – моделювання з коефіцієнтом 
пропорційності klms=0,11kacm
Графіки сил натягу, отримані методом ЗМЕЗ, не 
приводяться, оскільки при klms=40kacm вони співпада-
ють з графіками, отриманими методом АКОРЕ і зобра-
женими на рис. 5, в, г.
Результати моделювання показали, що для моде-
лювання методом ЗМЕЗ заданого режиму руху потре-
бується приблизно в 25 разів більше комп’ютерного 
часу, ніж для методу АКОРЕ.
Встановимо коефіцієнт пропорційності таким, щоб 
час моделювання методами ЗМЕЗ та АКОРЕ був при-
близно однаковий: klms=0,11kacm. На рис. 7, б представле-
но довжини, а на рис. 8 – сили натягу на корінному та хо-
довому кінцях ГЗ при моделюванні різними методами.
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Рис. 8. Порівняння сил натягу на кінцях ГЗ при 
моделюванні методами ЗМЕЗ та АКОРЕ: а – сили натягу 
на корінному кінці, б – сили натягу на ходовому кінці
На рис. 8 позначено: Fr.acm, Ff.acm – відповідно модулі 
векторів сил натягу на корінному та ходовому кінцях 
ГЗ при моделюванні методом АКОРЕ, Fr.lms, Ff.lms – від-
повідно модулі векторів сил натягу на корінному та 
ходовому кінцях ГЗ при моделюванні методом ЗМЕЗ.
Довжина Llms суттєво відрізняється від її заданого 
значення Lr. Крім того, спостерігається суттєве запіз-
нення реакції ГЗ на рух ходового кінця. Воно обумов-
лене малим коефіцієнтом пропорційності (розтяжної 
жорсткості) методу ЗМЕЗ.
Аналіз результатів моделювання показує, що занижен-
ня коефіцієнту пропорційності при використанні методу 
ЗМЕЗ призводить до отримання недостовірних результа-
тів для нерозтяжних ГЗ. Збільшення коефіцієнту пропор-
ційності призводить до зниження кроку інтегрування та до 
суттєвого збільшення часу розрахунку.
Розроблений в даній роботі метод моделювання ГЗ 
дає змогу отримати достовірний результат при неве-
ликих у порівнянні з класичними методами витратах 
часу на виконання розрахунків.
6. Обговорення методу моделювання динаміки 
гнучкого зв’язку з автоматичним контролем осьового 
руху його елементів
В чистому виді метод АКОРЕ дає змогу отримати 
модель ГЗ, входами якої є вектори сил на його кінцях, 
виходами – координати кінців та решти елементів ГЗ. 
Відокремлення крайніх елементів ГЗ та точок їх 
кріплення на МРО або нерухомих об’єктах змушує 
нас застосовувати пропорційний закон регулювання, 
який є аналогічним методу ЗМЕЗ. Це вносить неве-
лику похибку в моделювання нерозтяжних ГЗ. Проте 
в цьому випадку, на відміну від класичного методу 
ЗМЕЗ, еластичної деформації зазнають тільки два 
крайніх зв’язки. І у цілому метод АКОРЕ забезпечує 
майже миттєву силову реакцію моделі на зміну пара-
метрів руху у порівнянні з класичним методом ЗМЕЗ. 
При цьому фактична довжина ГЗ майже не відрізня-
ється від заданої. Крім того, наявність тільки двох 
еластичних зв’язків дає змогу обирати досить великі 
коефіцієнти пропорційності k у порівнянні з класич-
ним методом ЗМЕЗ без втрати стійкості моделі.
Запропонований метод дає змогу моделювати ПКГЗ 
при періодичному характері руху кінців ГЗ, наприклад, 
при вертикальній хитавиці надводного судна. При за-
стосуванні методу ЗМЕЗ з низьким коефіцієнтом k 
амплітуда сили натягу на ходовому кінці буде зниже-
на за рахунок пружної деформації елементів ГЗ. Такий 
результат є недостовірним для нерозтяжних ГЗ. Запро-
понований метод АКОРЕ позбавлений цього недоліку.
При моделюванні ГЗ із застосуванням сегментного 
підходу диференціальні рівняння ГЗ представляють 
у вигляді скінченних різниць не тільки за осьовою 
координатою ГЗ, а також і за часом. При цьому систе-
ми рівнянь мають інтегруватись в неявному виді, що 
призводить до необхідності застосування ітеративних 
методів пошуку розв’язку. Наявність ітеративної скла-
дової в алгоритмі моделювання суттєво збільшує час 
моделювання. Проблема сегментного підходу усклад-
нюється ще й тим, що математична модель ПКГЗ має 
містити рівняння одного або декількох твердих тіл. 
Ітеративна складова моделі в цьому випадку може вза-
галі призвести до неможливості знайдення чисельного 
розв’язку. Моделювання багатоланкових ПКГЗ в тако-
му випадку бачиться малоймовірним. А дослідження 
САК просторовим рухом багатоланкових ПКГЗ ме-
тодом комп’ютерного моделювання взагалі утворює 
надскладну розрахункову задачу.
Метод АКОРЕ не містить ітеративної складової. 
Рівняння ГЗ приведено до нормальної форми Коші, що 
дає змогу застосовувати ефективні методи чисельного 
розв’язку звичайних диференціальних рівнянь. Інвер-













точність у складі методу АКОРЕ. Це обумовлено тим, 
що модель ГЗ як система автоматичного керування 
утворює систему з повною початковою інформацією.
Щодо зміни довжини випущеної частини ГЗ, то 
адекватно її можна змінювати в тому випадку, коли 
довжини зв’язків між елементами lm достатньо точно 
відповідають їх заданим значенням lg(m). В такому 
випадку виключення елементу з розрахунку при під-
биранні ГЗ або включення елементу до розрахунку 
при випусканні ГЗ не дає помітних силових стрибків 
на кінцях ГЗ. Такого ефекту важко досягти методом 
ЗМЕС, оскільки при його використанні завжди при-
сутня статична похибка довжин.
Недоліком розробленого методу є зниження точ-
ності роботи регулятора при надмірних перегинаннях 
ГЗ, тобто при зменшенні кутів між зв’язками. Це обу-
мовлено тим, що осьові складові вектору зовнішніх сил 

ext(n)F  та вектору швидкості елементу ГЗ по відношенню 
до потоку рідини 

f (n)v  визначаються як їх проекції на 
базисний вектор 

ni  натуральної системи координат 
n-го елемента. Проявляється цей недолік при кутах 
між зв’язками <90°…110°. Але чим більшою кількістю 
елементів N моделюється ГЗ, тим менший ризик ви-
никнення таких перегинань.
Запропонований у даній роботі метод АКОРЕ об’єд-
нує переваги обох класичних методів моделювання ГЗ: 
ЗМЕЗ та сегментного методу. Він забезпечує майже 
константне значення довжин зв’язків, як сегментний 
метод, при цьому для його застосування можна ви-
користовувати безітеративні методи розв’язку систем 
диференціальних рівнянь, як у методі ЗМЕЗ.
7. Висновки
1. Для математичного моделювання динаміки 
гнучкого зв’язку у потоці рідини його представлено 
сукупністю послідовно з’єднаних елементів – твер-
дих тіл, на які діють зовнішні та внутрішні сили. До 
зовнішніх сил належать сили тяжіння, плавучості та 
гідродинамічних впливів, до внутрішніх – поздовжні 
сили реакції зв’язків між елементами гнучкого зв’язку. 
2. Сформульовано основні положення методу ма-
тематичного моделювання динаміки гнучкого зв’язку 
з автоматичним контролем осьового руху його еле-
ментів. Суть методу полягає у представленні гнучко-
го зв’язку як багатовимірної системи автоматичного 
керування. Вона складається з множини елементів 
гнучкого зв’язку, сусідні елементи якого взаємодіють 
через сили реакції зв’язків, та регулятора, задачею 
якого є забезпечення заданих відстаней між сусідніми 
елементами гнучкого зв’язку.
3. Методом оберненої динаміки синтезовано регуля-
тор як складова математичної моделі гнучкого зв’язку. 
Регулятор забезпечує високоточне керування відста-
нями між елементами гнучкого зв’язку і, таким чином, 
достовірне моделювання динаміки нерозтяжного гнуч-
кого зв’язку.
4. Запропоновано спосіб моделювання гнучкого 
зв’язку зі змінною у процесі його експлуатації довжи-
ною. В основі способу полягає динамічна зміна кілько-
сті елементів гнучкого зв’язку, що приймають участь в 
обчислювальному процесі. Це дає змогу враховувати 
вплив динаміки руху та зміни довжини гнучкого зв’яз-
ку на морські рухомі об’єкти підводного комплексу.
5. Виконано моделювання динаміки руху гнучкого 
зв’язку розробленим методом з автоматичним контр-
олем осьового руху його елементів та класичним ме-
тодом зосереджених мас та еластичних зв’язків. По-
рівняння результатів моделювання показало, що для 
чисельного розрахунку нерозтяжних гнучких зв’язків 
розробленим методом витрачається приблизно в 25 ра-
зів менше часу за рахунок забезпечення однакової 
точності методів при збільшеному кроці інтегрування.
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